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Les réseaux sociaux

Introduction



Définitions

Dans son sens le plus général, un réseau social est un :

• ensemble d’entités ;

• ayant des interactions ;

• leur conférant un environnement social.
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Exemples

• Réseaux professionnels,

• réseaux associatifs ;

• familles,

• réseaux sociaux numériques,

• réseaux de co-auteurs,

• world wild web.
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Réseaux sociaux ≈ réseaux sociaux numériques

Classement des RS par nombre d’utilisateurs 1 :

1. Facebook : 2,32 milliards ;

2. YouTube : 1,90 milliard ;

3. WhatsApp : 1,5 milliard ;

4. Facebook Messenger : 1,30 milliard ;

5. WeChat / Weixin : 1,08 milliard ;

6. Instagram : 1 milliard ;

7. QQ : 803 millions ;

8. Qzone : 531 millions ;

9. TikTok / Douyin : 500 millions ;

10. Sina Weibo : 446 millions.

1. d’après « Les chiffres clés d’Internet et des réseaux sociaux en 2019 »
Hootsuite / We Are Social , dont le Blog Du Modérateur fait une synthèse
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Les réseaux sociaux

L’analyse des réseaux sociaux



Contexte

L’analyse des réseaux sociaux fait appel :

• aux mathématiques ;

• à l’algorithmique ;

• aux sciences sociales.

8



Problématiques et objectifs

L’objectif n’est évidemment pas le même pour :

• les annonceurs,

• les administrateurs du réseau,

• les utilisateurs du réseau,

• les scientifiques qui étudient les réseaux sociaux.
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Problématiques et objectifs

• Quelles sont les relations d’influence entre les membres d’un

réseau ? Qui sont les leaders ?

• Qu’est ce qui distingue les différentes communautés qui

constituent un réseau ?

• Y a-t-il une typologie des utilisateurs et des individus

représentatifs ?

• Quelles actions suggérer ou recommander à quel individu ?
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Outils

Les outils dont on dispose pour résoudre les problèmes utilisent

deux types d’informations :

• les informations structurelles : on s’intéresse à la structure du

réseau et aux interactions ;

• les informations de contenus : on s’intéresse aux contenus et

aux traces, fournis par les utilisateurs.

Les méthodologies d’analyse sont hybrides et utilisent l’ensemble

des informations disponibles (exemple : les moteurs de

recommandation).
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Les réseaux sociaux

Mesure de « popularité »



Il existe de nombreuses façons de mesurer la popularité des entités

qui constituent un réseau social.

Le pagerank est une méthode qui utilise l’information structurelle

en analysant les liens du réseau, pour déterminer un indice de

popularité.

Remarque : initialement conçu pour un réseau de pages web, le

pagerank s’utilise dans tous les types de réseau.

13



Le pagerank



Introduction

Le pagerank est un indicateur de popularité dans un réseau conçu

par Larry Page et Serguey Brin, les fondateurs de Google 2.

L’objectif initial était de permettre au célèbre moteur de recherche

de trier les résultats d’une recherche par popularité décroissante.

2. Sergey Brin and Lawrence Page, « The Anatomy of a Large-Scale Hyper-

textual Web Search Engine », Seventh International World-Wide Web Conference

(WWW 1998), April 14-18, 1998, Brisbane, Australia.
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Principe

Une page est d’autant plus populaire que :

• le nombre de pages qui pointent vers elle est grand ;

• ces pages sont elles-mêmes populaires ;

• ces pages pointent vers peu de pages.
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Idée de l’algorithme : le surfeur aléatoire

• En naviguant sur le web, en cliquant au hasard sur les liens

hypertextes, un grand nombre de fois, on devrait parvenir plus

souvent sur les pages populaires que sur les autres.

• la popularité d’une page est calculée comme étant la

proportion de surfeurs aléatoires terminant leur excursion sur

cette page (il faut lancer un grand nombre de surfeurs).
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Idée de l’algorithme : le surfeur aléatoire
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Simulation informatique



Simulation informatique

Modélisation



Graphe

Le graphe est un ensemble de points et un ensemble de flèches qui

les relient 3. C’est le modèle naturel du réseau social :

• individus ↔ sommets (points)

• interactions/liens ↔ arcs (flèches)

3. Claude Berge, « Graphes et hypergraphes », Dunod, 1970
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Concrètement

Un graphe est la donnée d’un couple G = (S,A) tel que :

• S est un ensemble, dont les éléments s’appellent sommets ;

• A est un sous-ensemble de S × S, dont les éléments sont

appelés arcs.

Modéliser un réseau social consiste donc simplement à définir S et

A.
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Exemple

On peut représenter les utilisateurs de Twitter par un graphe de la

façon suivante :

• chaque utilisateur est un sommet,

• lorsque un utilisateur a « suit » un utilisateur b on ajoute un

arc du sommet a au sommet b.
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Parfois le sens de la flèche n’a pas grand intérêt. On utilisera alors

un graphe non orienté.

Exemples

Dans LinkedIn ou Facebook le lien entre deux individus connectés

est symétrique (l’éventuelle orientation n’est connue que par le

réseau social)
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Exemple de graphe

1

2
3

4

5

6

7

8
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Matrice d’adjacence

A = (ast)(s,t)∈S où

ast =

{
1 s’il existe un arc de s à t, i.e., (s, t) ∈ A
0 sinon.



0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 0 1 1 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0



26



Simulation informatique

Algorithmes



Algorithme du surfeur aléatoire näıf

Algorithme 1 naiveRandomSurf(G,N)
Entrée : G = (S,A) un graphe orienté à n sommets, et N le nombre de « sauts ».

Sortie : s le sommet d’arrivée

1: Soit s le point de départ, choisi aléatoirement

2: RépéterN fois

3: Soit Ls = {t : (s, t) ∈ A} la liste des successeurs de s dans G
4: Choisir s′ aléatoirement dans Ls
5: s ← s′

6: Retourner s
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Problèmes d’accessibilité

Comme éviter les problèmes d’accessibilité ?

Lorsque le graphe n’est pas fortement connexe, certains sommets

sont inaccessibles ou peuvent le devenir.

Le surfeur aléatoire se retrouve alors «piégé».

Solution : la téléportation aléatoire

À chaque étape :

• avec probabilité α : le surfeur se téléporte en choisissant une

des n pages ;

• avec probabilité (1− α) : le surfeur suit un lien sortant,

comme précédemment ;

S’il n’y a pas de lien sortant, il se téléporte aléatoirement.

29



Algorithme du surfeur aléatoire

Algorithme 2 randomSurf(G,N, α)
Entrée : G = (S,A) un graphe orienté à n sommets, N le nombre de « sauts », et

α ∈ [0, 1] la probabilité de téléportation

Sortie : s le sommet d’arrivée

1: Soit s le point de départ, choisi aléatoirement

2: RépéterN fois

3: Choisir aléatoirement r uniformément dans [0, 1]

4: Si r < α Alors

5: Choisir aléatoirement s′ dans S
6: Sinon

7: Soit Ls = {t : (s, t) ∈ A} la liste des successeurs de s dans G
8: Si Ls n’est pas vide Alors

9: Choisir s′ aléatoirement dans Ls
10: Sinon

11: Choisir aléatoirement s′ dans S
12: s ← s′

13: Retourner s
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L’algorithme du pagerank, version 1

Algorithme 3 pagerankV1(G,N,K , α)
Entrée : G = (S,A) un graphe orienté à n sommets, N le nombre de « sauts », K , le

nombre de surfeurs et α ∈ [0, 1].

Sortie : (ps)s∈S le vecteur des popularités

1: Initialiser P = (ps)s∈S au vecteur nul.

2: RépéterK fois

3: Soit s le résultat retourné par randomSurf(G,N, α).

4: ps ← ps + 1
K

.

5: Retourner P

31



Illustration

Animation / Vidéo

32

./illustrations/illustration1.mp4
./illustrations/surfer.html
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Premier bilan et discussion

On a construit un estimateur du pagerank de la façon suivante :

Le pagerank d’un sommet est calculé comme la fréquence d’arrivée

des surfeurs aléatoires à ce sommets, après un grand nombre de

sauts

Pourtant, au cours de ses déambulations, chaque surfeur est passé

(plusieurs fois) par le sommet en question. . .

On pourrait donc utiliser cet historique de navigation du surfeur

pour calculer sa fréquence de passage à ce sommet au cours de son

excursion. . .

Autrement dit : la popularité d’un sommet peut être estimée par la

fréquence de passage du surfeur par ce sommet pendant son

parcours.
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Algorithme du pagerank, version 2

Algorithme 4 pagerankV2(G,N, α)
Entrée : G = (S,A) un graphe orienté à n sommets, N le nombre de « sauts » et

α ∈ [0, 1].

Sortie : (ps)s∈S le vecteur des popularités

1: Initialiser (ps)s∈S au vecteur nul.

2: Soit s le point de départ, choisi aléatoirement.

3: RépéterN fois

4: Choisir aléatoirement r uniformément dans [0, 1]

5: Si r < α Alors

6: Choisir aléatoirement s′ dans S
7: Sinon

8: Soit Ls = {t : (s, t) ∈ A} la liste des successeurs de s dans G
9: Si Ls n’est pas vide Alors

10: Choisir s′ aléatoirement dans Ls
11: Sinon

12: Choisir aléatoirement s′ dans S
13: Incrémenter ps′

14: s ← s′

15: Retourner 1
N
.p
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Illustration

Animation / Vidéo
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./illustrations/illustration2.mp4
./illustrations/surfer.html
./illustrations/illustration2.mp4


Comparaison

Comparaison du pagerank estimé par surf aléatoire (v1 et v2) avec

celui calculé avec la matrice de transition, et celui retourné par la

fonction pagerank de networkx :

Sommet 1 2 3 4 5 6 7 8

pagerankV1 0.23204 0.22722 0.12653 0.09171 0.05436 0.12723 0.08253 0.05838

pagerankV2 0.22267 0.22400 0.13667 0.08867 0.05333 0.12800 0.08267 0.06467

pagerankMat 0.22968 0.22926 0.12723 0.09207 0.05391 0.12722 0.08274 0.05788

pageranknx 0.22968 0.22926 0.12723 0.09206 0.05391 0.12723 0.08274 0.05788
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Second bilan, discussions

Conclusion :

• On a trouvé deux méthodes pour estimer une « idée » du

pagerank.

• On a observé que ça marche plutôt bien.

• On a constaté que ça marche d’autant mieux que les surfeurs

sont nombreux ou que le nombre de sauts est grand.

Questions :

• Est-ce que ça marche tout le temps ?

• Pourquoi ça marche ?

• Peut-on améliorer la méthode ?

• Peut-on l’accélérer ?
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Les maths à la rescousse
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Quand la théorie est interrogée par

la pratique



Un théorème qui va bien

Théorème

Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov à espace d’état fini S dont le

graphe est irréductible et apériodique, de matrice de transition

P = (pst)(s,t)∈S2 .

(Xn)n∈N converge en loi vers la loi stationnaire π = (πs)s∈S de P

caractérisée par

π.P = π et
∑
s∈E

πs = 1.

OK... mais ça veut dire quoi, tout ça ?
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Marche aléatoire sur un graphe



Quelques rappels et notations

Graphe orienté :

Un couple (S,A) formé de :

• S un ensemble fini dont les éléments sont appelés sommets ;

• A ⊆ S × S un ensemble de couples de sommets, dont les

éléments sont appelés arrêtes orientées ou arcs.

Matrice d’adjacence d’un graphe (S,A) :

La matrice carrée A := (ast)(s,t∈S2) de taille Card(S) telle que

ast := 11A(s, t), (s, t) ∈ S2.

La matrice d’adjacence caractérise l’emplacement des arrêtes d’un

graphe de sommets S.

On note a
(n)
st le coefficient d’indices s, t de la matrice An, n ∈ N∗.
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Excursion aléatoire sur un graphe

Pour tout n ∈ N, notons Xn la variable aléatoire désignant la page visitée

après n clics par un surfeur sautant de page en page selon les règles :

• la page initiale X0 est choisie aléatoirement selon une certaine loi

notée P0 (typiquement, la loi uniforme) ;

• quelque soit le nombre de clics n, connaissant la page Xn atteinte

après n clics, le surfeur choisit aléatoirement un lien parmi ceux

disponibles sur la page Xn (par exemple selon la loi uniforme), sans

tenir compte des pages visitées avant Xn.

La suite (Xn)n∈N des variables aléatoires ainsi obtenue est une châıne de

Markov (homogène).

Une réalisation (sn)n = (Xn(ω))n∈N de cette châıne, i.e., les pages

réellement visitées par un robot, s’appelle une excursion markovienne

dans le graphe des pages.
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Châınes de Markov

Définitions :

• Une châıne de Markov (CM) d’espace d’état fini S est une suite

(Xn)n∈N∗ de variables aléatoires définies sur un même espace

probabilisé, à valeurs dans S satisfaisant la propriété : pour tous

n ∈ N∗, (s1, . . . , sn) ∈ Sn,

P(Xn+1 = sn+1|Xn = sn, . . . ,X1 = s1) = P(Xn+1 = sn+1|Xn = sn).

• Une CM est dite homogène (CMh) si de plus :

P(Xn+1 = t|Xn = s) = P(X2 = t|X1 = s), n ∈ N∗.

• On appelle matrice de transition d’une CMh, la matrice

P = (pst)(s,t)∈S2 donnée par pst = P(X2 = t|X1 = s), (s, t) ∈ S2.

• Le support d’une CMh est le graphe (S,A) de matrice d’adjacence

A = (ast)(s,t)∈S avec ast =

{
1 si pst 6= 0,

0 sinon.
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Irréductibilité et période



Irréductibilité et apériodicité par l’exemple

1

2

3

4

Irréductible, apério-

dique.

1

2

3

4

Irréductible, de pé-

riode 2.

1

2

3

4

Deux composantes

connexes (deux

classes de commu-

nication).
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Irréductibilité et apériodicité par l’exemple
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Irréductibilité et apériodicité par l’exemple
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Irréductibilité et apériodicité – des définitions

Irréductibilité

Un graphe (S,A) de matrice d’adjacence A est dit irréductible ou

connexe si pour tout couple (s, t) ∈ S2, il existe un chemin de longueur

finie menant de s à t, i.e., s’il existe n ∈ N∗ tel que a
(n)
st 6= 0.

Période d’un sommet

On appelle période d’un sommet s ∈ S d’un graphe orienté (S,A) le plus

grand commun diviseur des longueurs des chemins menant de s à

lui-même.

Période d’un graphe irréductible

Tous les sommets d’un graphe irréductible sont de même période, notée

d .

Si d = 1, on dit que le graphe est apériodique.
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L’exemple du réseau de Fréd

12

3

4
5

6

7 8

Irréductible, apériodique.

P =



0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.50

0.00 0.33 0.00 0.00 0.00 0.33 0.33 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.00


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L’exemple du réseau de Fréd

12

3

4
5

6

7 8

Irréductible,

apériodique.

P =



0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.50

0.00 0.33 0.00 0.00 0.00 0.33 0.33 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.00


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L’exemple du réseau de Fréd

12

3

4
5

6

7 8

Irréductible, apériodique.

P =



0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.50

0.00 0.33 0.00 0.00 0.00 0.33 0.33 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.00


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Le théorème de Perron-Frobenius

Théorème (Perron-Frobenius)

Soit P une matrice de transition.

1. 1 est valeur propre de P ;

2. si P est irréductible, alors l’espace propre à gauche de P

associé à la valeur propre 1 est de dimension 1, engendré par

un vecteur de composantes strictement positives ;

3. si de plus P est apériodique, alors toute autre valeur propre

que 1 est de module strictement inférieur à 1 (saut spectral).

En particulier, si P est irréductible, on appelle loi stationnaire de P

l’unique probabilité π tel que π.P = π.
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L’exemple du réseau de Fréd

12

3

4
5

6

7 8

Irréductible, apériodique.

P =



0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.50

0.00 0.33 0.00 0.00 0.00 0.33 0.33 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.00



π =
[

0.25 0.26 0.13 0.09 0.03 0.12 0.08 0.04
]
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Retour aux affaires



Retour sur le théorème WTF du début

Théorème

Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov à espace d’état fini S dont le

graphe est irréductible et apériodique, de matrice de transition

P = (pst)(s,t)∈S2 .

(Xn)n∈N converge en loi vers la loi stationnaire π = (πs)s∈S de P

caractérisée par

π.P = π et
∑
s∈E

πs = 1.
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Retour sur le théorème WTF du début

Corollaire : l’algorithme pagerankV1 converge !

La loi de probabilité de présence du surfeur sur une page après un

grand nombre de clics est approximativement égale à la loi

stationnaire de la matrice de transition.

En particulier, le comportement limite ne dépend pas de la loi

initiale de la châıne !
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L’exemple du réseau de Fréd

12

3

4
5

6

7 8

Irréductible, apériodique.

P =



0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.00 0.25 0.00

0.50 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.50 0.00 0.50

0.00 0.33 0.00 0.00 0.00 0.33 0.33 0.00

1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.00 0.50 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.00



π =
[

0.25 0.26 0.13 0.09 0.03 0.12 0.08 0.04
]

La page (ou le contributeur) le plus « populaire » est la page (le

contributeur) 2.
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Ah oui, intéressant, mais...

• Et si le graphe n’est pas orienté ?

Si la matrice de transition est symétrique, alors la loi stationnaire est uniforme et... l’on juge que tous les

utilisateurs sont de niveau de popularité égale.

• Est-ce qu’on peut s’assurer que le graphe qui nous intéresse

est irréductible et apériodique ?

Pas facile à vérifier si le nombre de sommets est très grand. On peut par contre inciter les utilisateurs du

réseau social à suivre d’autres utilisateurs pour densifier la connectivité.

• Et si l’une de ces hypothèses n’est pas vérifiée, qu’est-ce

qu’on peut dire ?

• Et pour ce qui concerne la version 2 du pagerank ?
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Exemples

1

2

3

4

Irréductible, de pé-

riode 2.

P =


0.00 0.50 0.00 0.50

0.50 0.00 0.50 0.00

0.00 0.50 0.00 0.50

0.50 0.00 0.50 0.00

.

−1 est également valeur propre.

Si P0 =
[

0.5 0 0.5 0
]
, alors

PX2n =
[

0.5 0 0.5 0
]

et

PX2n+1 =
[

0 0.5 0 0.5
]

pour tout

n ∈ N.
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Exemples

1

2

3

4

2 composantes

connexes.

P =


0.50 0.50 0.00 0.00

0.50 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50

0.00 0.00 0.50 0.50

.

1 est valeur propre double.

Deux vecteurs propres (correspondants

aux lois stationnaires sur chacune des

composantes connexes) :[
0.50 0.50 0.00 0.00

0.00 0.00 0.50 0.50

]
.

PXn converge vers la moyenne de ces

deux vecteurs pondérée sur les poids des

composantes connexes sous la loi initiale.
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Loi des grands nombres pour les châınes de Markov

Théorème ergodique

Soit (Xn)n∈N une châıne de Markov sur S, irréductible de loi

stationnaire π. Pour toute fonction f de S dans R, on a :

1

n

n∑
k=1

f (Xk)
p.s.−−→n→∞

∑
s∈S

πs f (s).

Corollaire : l’algorithme pagerankV2 converge

La fréquence de visite d’une page au cours d’une longue excursion

aléatoire sur le web est proche de la probabilité de cette page sous

la loi stationnaire.

Un théorème central limite pour les châınes de Markov permet de

préciser la vitesse de convergence de l’algorithme pagerankV2 :

l’erreur d’estimation est de l’ordre de 1/
√
N, N étant le nombre de

clics.
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Autres applications possibles

• Excursion d’un joueur sur le plateau du Monopoly.

La loi stationnaire permet d’identifier les propriétés les plus souvent visitées. (Les plus lucratives ?)

• Dynamique des populations (matrice de Leslie).

Valeur propre dominante et vecteurs propres quantifient le taux de croissance d’une population et la

distribution en différentes catégories des individus de la population.

• Vérification de systèmes automatisés (machine à café,

ascenseur, etc).

On parcourt intelligemment l’automate associé à un système pour détecter d’éventuels défauts de service

ou de sécurité.

• Méthodes de Monte-Carlo par châınes de Markov (nombreuses

applications en intelligence artificielle, traitement d’image,

etc).

On simule de nombreuses trajectoires d’une châıne de loi stationnaire prescrite pour approcher l’espérance

d’une quantité sous cette loi.
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Aspects pédagogiques



Réseaux sociaux et graphes en classe

Dans les programmes

• Seconde : SNT

• Première : NSI

• Terminale : NSI, Maths

(ex-TES)

• ?

Expérimentation

« Les graphes - Expérimentation

avec des élèves de collège »
IREM, Université de la Réunion,

Juillet 2012
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http://irem.univ-reunion.fr/IMG/pdf/Graphes_college_IREM.pdf
http://irem.univ-reunion.fr/IMG/pdf/Graphes_college_IREM.pdf


Outils

Il existe plusieurs packages R pour

l’analyse de réseaux sociaux :

• igraph qui est plutôt

orienté graphes et

algorithmes,

• statnet plus orienté

réseaux sociaux.

Les deux principales bibliothèques

d’analyse de réseaux sociaux en

python sont :

• igraph

• networkx

igraph est une bibliothèque très

riche en algorithmes de graphes.

Elle dispose aussi de nombreux

générateurs de graphes.

networkx est plus dédiée aux

réseaux.
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Logiciels dédiés

Voir Les principaux logiciels pour l’analyse de réseau

Citons plus particulièrement Gephi qui est un outil open source

très complet (et qui offre des outils de visualisation très

intéressants pour les grands graphes)
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https://f.hypotheses.org/wp-content/blogs.dir/22/files/2013/06/quantilille-reseaux-02-logiciels-beauguitte.pdf
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http://www.apmep.fr/IMG/pdf/AAA10065.pdf
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Ressources « en vrac »

Awesome Network Analysis
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https://github.com/briatte/awesome-network-analysis#python


Black mirror, « Nosedive » (S03E01)
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